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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 15 ÿíâàðÿ 2013 ã.

Ðàññìîòðåíà íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñóì-

ìîé ëèíåéíîãî òðåíäà è ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ñ èçâåñòíûì ïåðèîäîì. Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷å-

ñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ è òðåíäîâîé ñîñòàâëÿþùåé. Íàéäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû îöåíèâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé êîìïî-

íåíòû è ïîñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíîãî ïðîãíîçà. Â ðàìêàõ ìîäåëè òî÷åê íàáëþäåíèÿ, åñòåñòâåííîé

äëÿ ïðèëîæåíèé, îáîñíîâàíû óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíà àñèìïòîòè÷å-

ñêàÿ íåñìåùåííîñòü îöåíêè êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ÷ëåíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ; íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû; ïåðèîäè÷åñêàÿ ñî-

ñòàâëÿþùàÿ; îöåíèâàíèå; ïðîãíîçèðîâàíèå.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ âîññòàíîâëåíèÿ çà-

âèñèìîñòè — îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Â äàííîé

ðàáîòå ðàññìîòðåíà íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà:

âîññòàíàâëèâàåìàÿ çàâèñèìîñòü — ñóììà ëèíåéíîé

ôóíêöèè è ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ïðîèçâîëü-

íîãî âèäà (ñ èçâåñòíûì ïåðèîäîì), ñ ïðîèçâîëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé (îñòàòêîâ,

íåâÿçîê).

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ

ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ — âîññòàíîâëåíèÿ

ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Ïóñòü t — íåçàâèñèìàÿ ïåðå-

ìåííàÿ, à x — çàâèñèìàÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòà-

íîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè x = x (t ) íà îñíîâå íàáîðà n ïàð

÷èñåë (tk, xk ), k = 1, 2, ..., n, ãäå tk — çíà÷åíèÿ íåçàâè-

ñèìîé ïåðåìåííîé, à xk — ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷å-

íèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

Âîññòàíàâëèâàòü çàâèñèìîñòü ìîæíî íà îñíîâå

ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé. Îáû÷íî ïðèìåíÿþò ìîäåëè

âðåìåííûõ ðÿäîâ, âêëþ÷àþùèå òðè ñîñòàâëÿþùèå:

òðåíäîâóþ (T ), ïåðèîäè÷åñêóþ (S ) è ñëó÷àéíóþ (E ).

Ðàññìàòðèâàþò, êàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [1], àääèòèâ-

íóþ ìîäåëü T + S + E è ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ìîäåëü

T × S × E.

Ïðîñòåéøàÿ àääèòèâíàÿ ìîäåëü èìååò âèä

xk = a(tk – t) + d + ek = a(tk – t) + d + f (tk) + Ek,

k = 1, 2, ..., n. (1)

Çäåñü òðåíäîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ — ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

a(tk – t ) + d (òàêàÿ çàïèñü òðåíäà ïðåäïî÷òèòåëüíåå

äëÿ îáëåã÷åíèÿ âûêëàäîê); ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿ-

þùàÿ f (t ) îáû÷íî îïèñûâàåò ñåçîííîñòü, ò.å. ïåðèîä

èçâåñòåí (â çàâèñèìîñòè îò ìîäåëèðóåìîé ñèòóàöèè

îí ðàâåí ãîäó, íåäåëå, ñóòêàì è ò.ï.); ñëó÷àéíàÿ ñî-

ñòàâëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíà ñëàãàåìûìè Ek, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé ó2, íåèçâåñòíîé

ñòàòèñòèêó. Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ek = f (tk) + Ek,

k = 1, 2, ..., n, ò.å. îòêëîíåíèÿ îò ëèíåéíîãî òðåíäà ek

íå ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè. Îäíàêî èõ

ðàñïðåäåëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ ëèøü ñäâèãàìè íà çíà-

÷åíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëè (1) ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

ìîäåëü èìååò âèä
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1 � k = 1, 2, ..., n. (2)

ãäå ñìûñë ñîìíîæèòåëåé îïèñàí âûøå. Ïðè ëîãàðèô-

ìèðîâàíèè ìîäåëü (2) ïåðåõîäèò â àíàëîã ìîäåëè (1),

ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü (1).

Èíîãäà ïðèíèìàþò ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíî-

ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòåé. Îäíàêî èçâåñòíî,
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÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåàëüíûõ äàííûõ, êàê ïðàâèëî, îò-

ëè÷àþòñÿ îò íîðìàëüíûõ [2]. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì

ðàññìàòðèâàòü íåïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü, íå ïðåäïî-

ëàãàþùóþ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïîãðåøíîñòåé âõîäèò â

òî èëè èíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî. Îòêàç îò çà-

äàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòåé â ïàðàìåòðè÷å-

ñêîì âèäå — îäíî èç îñíîâàíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû èìå-

íîâàòü äàííûå ìîäåëü è ìåòîä íåïàðàìåòðè÷åñêèìè.

Âòîðîå îñíîâàíèå — îòêàç îò âûáîðà ïåðèîäè÷åñêîé

ñîñòàâëÿþùåé èç êàêîãî-ëèáî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñå-

ìåéñòâà ôóíêöèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ìîäåëè (1) î÷åâèäíà.

Îäíàêî ðàñ÷åòíûå ìåòîäû, îïèñàííûå â ðàáîòå [1],

ÿâëÿþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèìè. Öåëü äàííîé ðàáîòû — ïî-

ñòðîåíèå íåïàðàìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòíî-ñòàòè-

ñòè÷åñêîé òåîðèè ïðîãíîçà âðåìåííîãî ðÿäà íà áàçå

ëèíåéíîãî òðåíäà ñ ó÷åòîì àääèòèâíîé ïåðèîäè÷å-

ñêîé ñîñòàâëÿþùåé.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðàçðàáîòàí Ê. Ãàóñ-

ñîì â 1794 ã. [2]. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ íàèëó÷øåé ôóíêöèè, âûðàæàþùåé ëèíåéíûì îá-

ðàçîì çàâèñèìîñòü x îò t â ìîäåëè (1), ñëåäóåò ðàñ-

ñìîòðåòü ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ
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Îöåíêè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) — ýòî

òàêèå çíà÷åíèÿ a* è d*, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ f (a, d )

äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïî âñåì çíà÷åíèÿì àðãóìåíòîâ.

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2]), îöåíêè ÌÍÊ èìåþò
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Ñëåäóÿ ýâðèñòè÷åñêîìó ïîäõîäó [1], èçó÷èì àñèì-

ïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îöåíîê ÌÍÊ a* è d*, çàäàí-

íûõ ôîðìóëàìè (3), óñòàíîâèì èõ àñèìïòîòè÷åñêóþ

íîðìàëüíîñòü, à çàòåì ñîñòîÿòåëüíî îöåíèì ïåðèîäè-

÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ f (t ) è ïîñòðîèì èíòåðâàëüíûé

ïðîãíîç äëÿ x(t ).

Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ

îöåíîê ïàðàìåòðîâ

Èç ôîðìóëû (3) ñëåäóåò, ÷òî

d
a

n
t t d

n
e

k

k

n

k

k

n

* ( )
 � � � 



 


� �

1 1

1


 � 
 � �


 
 


� � �
d

n
e d

n
f t

n
E

k

k

n

k

k

n

k

k

n
1 1 1

1 1 1

( ) . (4)

Ñîãëàñíî Öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå (äëÿ âû-

ïîëíåíèÿ åå óñëîâèé íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, íà-

ïðèìåð, ÷òî ïîãðåøíîñòè ek, k = 1, 2, ..., n, ôèíèòíû

èëè èìåþò êîíå÷íûé òðåòèé àáñîëþòíûé ìîìåíò;

îäíàêî çàîñòðÿòü âíèìàíèå íà ýòèõ âíóòðèìàòåìà-

òè÷åñêèõ «óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè» çäåñü íåò íåîá-

õîäèìîñòè) îöåíêà d* èìååò àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
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Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âî âòîðîì ñîîòíîøåíèè ïðè

ñóììèðîâàíèè ïî k îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîýòîìó
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Ôîðìóëû (5) ïîêàçûâàþò, ÷òî îöåíêà a* ÿâëÿåòñÿ
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Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîìåðíàÿ íîðìàëüíîñòü èìååò ìå-

ñòî, êîãäà êàæäîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (5) ìàëî ïî

ñðàâíåíèþ ñî âñåé ñóììîé, ò.å.
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Óñëîâèå (6) âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, åñëè tk îáðàçóþò

ïîëíóþ, ò.å. áåç ïðîïóñêîâ, àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåñ-

ñèþ, ÷èñëî ÷ëåíîâ êîòîðîé áåçãðàíè÷íî ðàñòåò.

Èòàê, äèñïåðñèè îöåíîê ÌÍÊ ïàðàìåòðîâ a* è d*

ëèíåéíîãî òðåíäà òå æå, ÷òî è ïðè îòñóòñòâèè ñåçîí-

íûõ èñêàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [2]), à èõ ìàòåìàòè-
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÷åñêèå îæèäàíèÿ çàâèñÿò îò ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé. Îäíàêî â ñëó÷àå
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îöåíêè a* è d* ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè.

Óñëîâèÿ (7) íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ íåñìå-

ùåííîñòè è ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê ÌÍÊ êîýôôèöè-

åíòîâ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Ïðîâåðêà óñëîâèé (7)

áóäåò ðàññìîòðåíà â êîíöå ðàáîòû.

Íåñìåùåííîñòü (â ïðåäïîëîæåíèÿõ (7)) è àñèì-

ïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíîê ìåòîäà íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ ïîçâîëÿþò ëåãêî óêàçûâàòü äëÿ íèõ

àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû è ïðîâåðÿòü

ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû, íàïðèìåð, î ðàâåíñòâå îïðå-

äåëåííûì çíà÷åíèÿì, ïðåæäå âñåãî íóëþ.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

òðåíäîâîé ñîñòàâëÿþùåé

Èç ôîðìóë (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñïðàâåäëèâî-

ñòè ñîîòíîøåíèé (7)

M {a*(t – t) + d*} = M (a*)(t – t) + M (d*) = a(t – t) + d,

ò.å. îöåíêà y*(t ) = a*(tk – t) + d* òðåíäîâîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé y (t ) = a(t – t) + d ðàññìàòðèâàåìîé çàâèñèìîñòè

ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé. Ïîýòîìó

D [y*(t )] = D (a*)(t – t)2 +

+ 2M {(a* – a)(d* – d)(t – t)} + D(d*).

Ïðè ýòîì ïîñêîëüêó ïîãðåøíîñòè Ek íåçàâèñèìû

â ñîâîêóïíîñòè è M (Ek) = 0, òî
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Èòàê, îöåíêà y*(t ) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è àñèì-

ïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé. Äëÿ åå ïðàêòè÷åñêîãî èñ-

ïîëüçîâàíèÿ (ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ,

ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç) íåîáõîäèìî óìåòü

ñîñòîÿòåëüíî îöåíèâàòü îñòàòî÷íóþ äèñïåðñèþ

M E
k

( )
2 2


� .

Â ÷àñòíîñòè, íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà îïðåäåëåíèå

íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö äëÿ òðåíäîâîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé ïðîãíîñòè÷åñêîé ôóíêöèè:

yíèæí(t ) = a*(t – t) + d* – ä(t ),

yâåðõ(t ) = a*(t – t) + d* + ä(t ),

ãäå ïîëóøèðèíà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà

8 � � �( ) ( ) *[ * ( )] ( ) *
( )

( )

.t U D y t U
n

t t

t t
k

k

n
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(9)

Çäåñü ã — äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü; U (ã) — êâàí-

òèëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà (1 + ã)�2,

ò.å. U (ã) = Ö–1[(1 + ã)�2], ãäå Ö(x ) — ôóíêöèÿ ñòàí-

äàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì íóëü è äèñïåðñèåé åäèíèöà. Ïðè

ã = 0,95 (íàèáîëåå ïðèìåíÿåìîå çíà÷åíèå) èìååì

U (ã) = 1,96. Â ôîðìóëå (9) D*[y*(t )] — ñîñòîÿòåëüíàÿ

îöåíêà äèñïåðñèè y*(t ), êîòîðàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âû-

ðàæåíèåì (8) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñîñòîÿòåëüíîé

îöåíêè ó* ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ó

ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé Ek íà èçâåñòíóþ èññëåäîâà-

òåëþ äåòåðìèíèðîâàííóþ ôóíêöèþ îò t.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ

Â òî÷êàõ tk, k = 1, 2, ..., n, èìåþòñÿ èñõîäíûå çíà÷å-

íèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé xk è âîññòàíîâëåííûå çíà-

÷åíèÿ y*(tk). Ðàññìîòðèì îñòàòî÷íóþ ñóììó êâàäðàòîâ

SS y t x
k k

k

n


 � 





�
[ * ( ) ]

2

1

> ?
 � � � � � �




�
( * )( ) ( * ) ( ) .a a t t d d f t E

k k k

k

n
2

1

Ïðè îòñóòñòâèè ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé èñ-

ïîëüçóþò [2] ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ó* ñðåäíåãî êâàä-

ðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ó ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé,

ïîñòðîåííûå íà îñíîâå îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ

�* 
 SS n èëè �* ( )
 �SS n 2 . Îäíàêî ïðè íàëè÷èè

ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé òàê äåëàòü íåëüçÿ è

ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü «îáõîäíûé ïóòü».

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (4) è (5) ïðè ñïðàâåä-

ëèâîñòè óñëîâèé (7)
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Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êàæäîãî èç

ñëàãàåìûõ:

M SS M c t t
n

E f t E
k j k j

j

n

k k
( ) ( ) ( )
 � �

�

�

�

�

�

�

� �

/

0

;

1
;

2

3

;

4



�

1

1 ;




2


 � �

�

�

�

�

�

�

/

0

;

1
;

2

3

;

4
;

�




�
M c t t

n
E

j k j

j

n

( )
1

1

2

� � �

�

�

�

�

�

�

/

0

;

1
;

2

3

;

4
;

�




�
2

1

1

M c t t
n

E
j k j

j

n

( )

� � � �[ ( ) ] [ ( ) ] .f t E M f t E
k k k k

2

Ïîñêîëüêó Ek íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è

èìåþò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, òî
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M [f (tk) – Ek]
2 = f 2(tk) + ó2.

Íà îñíîâå òðåõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé íîð-

ìàëüíîñòè (6)
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( ), (10)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóåò

âêëàäó ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé, âòîðîå — âêëàäó

ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé; â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæåò áûòü èçâåñòíî èç ïðåäûäóùå-

ãî îïûòà èëè æå îöåíåíî ýêñïåðòàìè.

Îöåíèâàíèå ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé

Â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàþò êàê ïàðàìåòðè÷å-

ñêèå, òàê è íåïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû. Ñîãëàñíî ïî-

ïóëÿðíîìó ìåòîäó äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ ìîæ-

íî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå è ïîëó÷èòü õîðîøåå ïðè-

áëèæåíèå ñ ïîìîùüþ íåáîëüøîãî ÷èñëà ãàðìîíèê, â

ïðîñòåéøåì ñëó÷àå — îäíîé ãàðìîíèêè. Òàê, äèíàìè-

êó èíäåêñà èíôëÿöèè ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èçó÷àòü ñ ïî-

ìîùüþ ìîäåëè

xk = a(tk – t) + d + f (tk) + Ek =

= a(tk – t) + d + g cos(2ðtk) + Ek, k = 1, 2, ..., n,

ãäå âðåìÿ t èçìåðÿåòñÿ â ãîäàõ; íåèçâåñòíûå ïàðàìåò-

ðû a, g îöåíèâàþòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Îäíàêî îáû÷íî íåò îñíîâàíèé ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âõîäèò â òî èëè èíîå ïà-

ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé. Ïðèõîäèòñÿ ñòðî-

èòü íåïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè. Îïèøåì îäíó èç âîç-

ìîæíûõ ïîñòàíîâîê.

Ïóñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè (7)

ðàññìàòðèâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ, ò.å. n = mq, ãäå

n — îáúåì íàáëþäåíèé, m — êîëè÷åñòâî ïåðèîäîâ,

q — ÷èñëî íàáëþäåíèé â îäíîì ïåðèîäå. Ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî ïåðâûå q ìîìåíòîâ íàáëþäåíèÿ ïðè ñäâèãå

íà äëèíó ïåðèîäà äàþò ñëåäóþùèå q ìîìåíòîâ âðåìå-

íè, ïðè ñäâèãå íà äâå äëèíû ïåðèîäà — òðåòèé íàáîð

èç q ìîìåíòîâ íàáëþäåíèÿ, è ò.ä. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè

ñ îïðåäåëåíèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ñïðà-

âåäëèâû ðàâåíñòâà

f (ts ) = f (tq + s ) = f (t2q + s ) = ... = f [t(m – 1)q + s],

s = 1, 2, ..., q. (11)

Åñëè íàáëþäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ åæåìåñÿ÷íî â òå÷åíèå m

ëåò, òî ÷èñëî íàáëþäåíèé â îäíîì ïåðèîäå q = 12, îá-

ùèé îáúåì íàáëþäåíèé n = 12m, s = 1, 2, ..., 12.

Ïóñòü gs — îáùåå çíà÷åíèå â (11), òîãäà äëÿ îöåí-

êè ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé òðåáóåòñÿ îöåíèòü

g1, g2, ..., gq. Åñòåñòâåííûé ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî-

áû óñðåäíèòü m çíà÷åíèé x y t
k k

– * ( ), ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ìîìåíòàì âðåìåíè, îòñòîÿùèì äðóã îò äðóãà íà

öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëåäóåò óñ-

ðåäíèòü «î÷èùåííûå» îò òðåíäîâîé ñîñòàâëÿþùåé

èñõîäíûå äàííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîèìåííûì

ìåñÿöàì ðàçëè÷íûõ ëåò. Ðå÷ü èäåò îá îöåíêàõ

g
m

x y t
s s j q s j q

j

m

*
( ) ( )

[ * ( )],
 �
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1 1

1

s = 1, 2, ..., q. (12)

Îöåíêà ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ðàñïðîñòðà-

íÿåòñÿ íà âåñü èíòåðâàë íàáëþäåíèé î÷åâèäíûì

îáðàçîì:

f t f t f t f t g
s q s q s m q s s

* ( ) * ( ) * ( ) *[ ] ,
( )

*

 
 
 
 


� � � �2 1
�

s = 1, 2, ..., q. (13)

Ñëîæèâ âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ òðåíäîâîé è

ïåðèîäè÷åñêîé cîñòàâëÿþùèõ, ïîëó÷èì îöåíêó çàâè-

ñèìîñòè, «î÷èùåííóþ» îò ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé:

x*(t ) = y*(t ) + f *(t ) = a*(t – t) + d* + f *(t ), (14)

ãäå îöåíêè a* è d* íàõîäÿò ïî ôîðìóëàì (3), à îöåíêè

f *(t ) — ïî ôîðìóëàì (12), (13).

A� �������	�
����������
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Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (14) ìîæíî ñòðîèòü òî÷å÷-

íûé ïðîãíîç, èñïîëüçóÿ åå âíå èíòåðâàëà íàáëþäåíèé.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíèòü ñåçîííóþ ñî-

ñòàâëÿþùóþ f *(t ) âïëîòü äî ðàññìàòðèâàåìîãî ìî-

ìåíòà âðåìåíè ïî ïðàâèëó (13) è ñóììèðîâàòü åå ñ

ïðîãíîçîì òðåíäîâîé ñîñòàâëÿþùåé y*(t ). Èíòåð-

ïîëÿöèÿ è ýêñòðàïîëÿöèÿ íà ìîìåíòû âðåìåíè t, íå

âõîäÿùèå â èñõîäíîå ìíîæåñòâî {tk, k = 1, 2, ..., n} è

ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå èç íåãî ñäâèãàìè íà öåëîå

÷èñëî ïåðèîäîâ, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà ïóòåì ëè-

íåéíîé èíòåðïîëÿöèè áëèæàéøèõ çíà÷åíèé èëè èíûì

ìåòîäîì ñãëàæèâàíèÿ.

Îáñóäèì ñâîéñòâà îöåíîê (12) – (14). Ïðè áåçãðà-

íè÷íîì ðîñòå îáúåìà äàííûõ è ñïðàâåäëèâîñòè óñëî-

âèé (6) è (7) îöåíêè a* è d* ïàðàìåòðîâ òðåíäîâîé ñî-

ñòàâëÿþùåé ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè è íåñìåùåí-

íûìè, à ïîòîìó, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, â ðàññìàòðè-

âàåìûõ óñëîâèÿõ ñóììû (12) ïåðèîäè÷åñêóþ ñîñòàâ-

ëÿþùóþ îöåíèâàþò ñîñòîÿòåëüíî (ïðè m �') è

íåñìåùåííî. Êàê ñëåäñòâèå,
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ïî âåðîÿòíîñòè ïðè n �'. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìó-

ëîé (10) ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå äàåò âîçìîæíîñòü

îöåíèòü ó2, à çàòåì ïîñòðîèòü èíòåðâàëüíûé ïðîãíîç

äëÿ òðåíäîâîé ñîñòàâëÿþùåé ñîãëàñíî âûðàæåíèþ

(9). Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè, êàê ïðàâèëî, n ðàñ-

òåò, óâåëè÷èâàÿñü íà âåëè÷èíû, êðàòíûå q — ÷èñëó íà-

áëþäåíèé â îäíîì ïåðèîäå. Â ðåçóëüòàòå óìåíüøàå-

ìîå â (15) — êîíñòàíòà, ò.å. íå çàâèñèò îò n. Ýòè îñî-

áåííîñòè ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèé (7)

ïðåäïîëàãàåò ðàññìîòðåíèå öåëîãî ÷èñëà ïåðèîäîâ.

Ðàññìîòðèì îöåíêè (12) ïîäðîáíåå. Êàê ñëåäóåò

èç ôîðìóë (4), (5), (11) è (12)
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Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (4), (5) è (7) ïîëó÷àåì
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Òàêèì îáðàçîì,
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ãäå hks = – ckrs – 1�n + 1�m, åñëè k @ {s + ( j – 1)q, j =

= 1, 2, ..., m }, è hks = – ckrs – 1�n ïðè âñåõ îñòàëüíûõ

çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ k,

r
m

t t
s s j q

j

m
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( )

Ñîîòíîøåíèå (16) îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàå-

ìûå îöåíêè åñòü ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí, à ïîòîìó ñ ïîìîùüþ Öåíòðàëüíîé ïðåäåëü-

íîé òåîðåìû ìîæíî ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåð-

âàëû äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèé ïåðèîäè÷åñêîé

ñîñòàâëÿþùåé [â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè

óñëîâèé (6)].

Èíòåðâàëüíûé ïðîãíîç

Òî÷å÷íûé ïðîãíîç ñòðîÿò ïî ôîðìóëå (11) íà îñ-

íîâå x*(t ) — îöåíêè çàâèñèìîñòè, «î÷èùåííîé» îò

ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé, íî âêëþ÷àþùåé òðåíäîâûé

è ïåðèîäè÷åñêèé êîìïîíåíòû. Åñëè âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ (7), òî

Mx t x t a t t d f t* ( ) ( ) ( ) ( ),
 
 � � �

ò.å. îöåíêà x*(t ) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé.

Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèé (7) ñ ó÷åòîì ôîðìóë

(4), (5) è (16) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t,

âõîäÿùåãî â èñõîäíîå ìíîæåñòâî {tk, k = 1, 2, ..., n}

èëè â ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå èç íåãî ñäâèãàìè íà öå-

ëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ,

x t x t t t c E
n

E h E
k k

k

n

k

k

n

ks k

k

n

* ( ) ( ) ( ) .� 
 � � �


 
 


� � �

1 1 1

1
(17)

Â âûðàæåíèè (17) ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèé êîýô-

ôèöèåíòîâ hks â êà÷åñòâå s ñëåäóåò âçÿòü íîìåð

íàèìåíüøåãî èç èñõîäíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè {tk,

k = 1, 2, ..., n}, îòñòîÿùèõ îò ðàññìàòðèâàåìîãî ìîìåí-

òà t íà öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ. Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøå-

íèÿ (16) çàêëþ÷àåì, ÷òî

x t x t w E
ks k

k

n

* ( ) ( ) ,� 





�

1

ãäå wks = c t t r
k s

( )� � + 1�m, åñëè k @ {s + ( j – 1)q,

j = 1, 2, ..., m }, è wks = c t t r
k s

( )� � ïðè âñåõ îñòàëü-

íûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ k, rs — òî æå,

÷òî è â ôîðìóëå (16).

Â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (17) ñòîèò ñóììà íåçàâè-

ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîýòîìó îöåíêà x*(t ) ÿâëÿ-

åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé [ïðè ñïðàâåäëèâî-

ñòè óñëîâèé (6)] ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì x (t ) è

äèñïåðñèåé

D x t w D E w
ks k

k

n

ks

k

n

[ ( )] ( ) .
 



 


� �

2

1

2 2

1

� (18)
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Ñëåäîâàòåëüíî, íèæíÿÿ xíèæí(t ) è âåðõíÿÿ xâåðõ(t ) äîâå-

ðèòåëüíûå ãðàíèöû äëÿ ïðîãíîñòè÷åñêîé ôóíêöèè (ñ

ó÷åòîì êàê òðåíäîâîé, òàê è ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâ-

ëÿþùèõ) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

xíèæí(t ) = a*(t – t) + d* + f *(t ) – Ä(t ),

xâåðõ(t ) = a*(t – t) + d* + f *(t ) + Ä(t ),

ãäå

	( ) ( ) *[ * ( )] ( ) * .t U D x t U w
ks

k

n


 





�
� � �

2

1

(19)

Çäåñü ã — äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü; U (ã) — êâàí-

òèëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà (1 + ã)�2;

D*[x*(t )] — ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà äèñïåðñèè òî÷å÷íî-

ãî ïðîãíîçà x*(t ). Ïîñëåäíÿÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðà-

æåíèåì (18) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñîñòîÿòåëüíîé

îöåíêè ó* ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ó

ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé Ek íà èçâåñòíóþ ñòàòèñòèêó

äåòåðìèíèðîâàííóþ ôóíêöèþ îò t. Âåëè÷èíó ó* ðàñ-

ñ÷èòûâàþò ñîãëàñíî ôîðìóëàì (10) è (15).

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêî-

ãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ìîäåëè ñ ïåðèîäè-

÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Îáðàáîòàåì ôàêòè÷åñêèå äàí-

íûå ÎÀÎ «Ìàãíèòîãîðñêèé ìåòàëëóðãè÷åñêèé êîìáè-

íàò» î çàêóïî÷íûõ öåíàõ íà ëîì ÷åðíûõ ìåòàëëîâ [3].

Äëÿ ýòîãî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ìîäåëü (1) ëèíåé-

íîãî òðåíäà ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Äëÿ îá-

ëåã÷åíèÿ ðàñ÷åòîâ îñòàâèì èç êàæäîãî êâàðòàëà äàí-

íûå òîëüêî ïî îäíîìó ìåñÿöó. Ââåäåì óñëîâíûå ìî-

ìåíòû âðåìåíè, à èìåííî, áóäåì èçìåðÿòü âðåìÿ â

êâàðòàëàõ, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî êâàðòàëà 2003 ã. Èñõîä-

íûå äàííûå äëÿ äåìîíñòðàöèè ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ

íåïàðàìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â

ìîäåëè ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé — ïàðû ÷èñåë

(tk, xk), k = 1, 2, ..., 12 (òàáë. 1).

Ïî ôîðìóëàì (3) íàéäåì îöåíêè ïàðàìåòðîâ a* è

d*, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îöåíêó òðåíäîâîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé

y*(t ) = a*(t – t) + d* = 212,26(t – 6,5) + 3967,17 =

= 212,26t + 2587,48.

Ðàññ÷èòàâ îòêëîíåíèÿ èñõîäíûõ çíà÷åíèé çàêóïî÷íûõ

öåí îò îöåíîê òðåíäîâîé ñîñòàâëÿþùåé (ñì. òàáë. 1),

âîçâåäÿ èõ â êâàäðàò è ñëîæèâ, ïîëó÷àåì îñòàòî÷íóþ

ñóììó êâàäðàòîâ SS = 4 539 214 è

SS�n = SS�12 = 378 267,843.

Ñãðóïïèðîâàâ îòêëîíåíèÿ èñõîäíûõ çíà÷åíèé çà-

êóïî÷íûõ öåí îò îöåíîê òðåíäîâîé ñîñòàâëÿþùåé ïî

ìåñÿöàì (òàáë. 2), óáåæäàåìñÿ â íàëè÷èè ïåðèîäè÷å-

ñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Îïðåäåëèâ ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-

ñêîå îòêëîíåíèé îò òðåíäà çà êîíêðåòíûé ìåñÿö, ðàñ-

ñ÷èòûâàåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (12) îöåíêó

f *(ts) ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé (ñì. òàáë. 2).

Ðàññ÷èòàâ ïî ôîðìóëå (13) îöåíêè ïåðèîäè÷åñêîé

ñîñòàâëÿþùåé íà âåñü èíòåðâàë âðåìåíè è ñëîæèâ èõ

ñ îöåíêàìè òðåíäîâîé ñîñòàâëÿþùåé, ïîëó÷àåì â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (14) îöåíêó çàâèñèìîñòè,

B� �������	�
����������
�����������	��������������� �� ��������� ��

Òàáëèöà 1. Äàííûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ïðîãíîçèðîâàíèÿ öåí íà ëîì ìàðêè 3À

¹ ï�ï

k
Ïåðèîä

Óñëîâíûå

ìîìåíòû

âðåìåíè t
k

Çàêóïî÷íûå

öåíû, ðóá.�ò

x
k

Îöåíêà òðåíäà

y*(t
k
)

Îòêëîíåíèÿ îò

îöåíêè òðåíäà

x
k

– y*(t
k
)

Âîññòàíîâëåííûå

çíà÷åíèÿ

x
k

*

Êàæóùèåñÿ

íåâÿçêè

x x
k k
�

*

1 ßíâ. 03 1 2750 2800 –50 2424 326

2 Àïð. 03 2 3800 3012 788 3545 255

3 Èþë. 03 3 2900 3224 –324 2655 245

4 Îêò. 03 4 3100 3437 –337 3848 –748

5 ßíâ. 04 5 2761 3649 –888 3273 –512

6 Àïð. 04 6 4602 3861 741 4394 208

7 Èþë. 04 7 3540 4073 –533 3504 36

8 Îêò. 04 8 5268 4286 982 4697 571

9 ßíâ. 05 9 4307 4498 –191 4122 185

10 Àïð. 05 10 4779 4710 69 5243 –464

11 Èþë. 05 11 4071 4922 –851 4353 –280

12 Îêò. 05 12 5723 5135 588 5546 177

Òàáëèöà 2. Äàííûå äëÿ îöåíèâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé

Íîìåð

êâàðòàëà s
Ìåñÿö

Îòêëîíåíèÿ îò òðåíäà Îöåíêà g
s

* = f *(t
s
)

ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé2003 ã. 2004 ã. 2005 ã.

1 ßíâàðü –50 –888 –191 –376

2 Àïðåëü 788 741 69 533

3 Èþëü –324 –533 –851 –569

4 Îêòÿáðü –337 982 588 411



«î÷èùåííóþ» îò ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé, ò.å. âîñ-

ñòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ (ñì. òàáë. 1). Êàæóùèåñÿ íå-

âÿçêè, ò.å. îòêëîíåíèÿ èñõîäíûõ çàêóïî÷íûõ öåí îò

âîññòàíîâëåííûõ, òàêæå ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Ñðàâíè-

âàÿ îòêëîíåíèÿ îò îöåíêè òðåíäà è êàæóùèåñÿ íåâÿç-

êè, óáåæäàåìñÿ â öåëåñîîáðàçíîñòè ââåäåíèÿ â ìîäåëü

ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Â äåâÿòè ñëó÷àÿõ èç 12

àáñîëþòíûå âåëè÷èíû îòêëîíåíèé óìåíüøèëèñü, â

îñòàëüíûõ òðåõ õîòÿ è âîçðîñëè, íî ëèøü äî ñðåäíåãî

óðîâíÿ ñðåäè îñòàëüíûõ.

Âîçâåäÿ â êâàäðàò îöåíêè ïåðèîäè÷åñêîé ñî-

ñòàâëÿþùåé (ñì. òàáë. 2), ñëîæèâ ýòè êâàäðàòû, óìíî-

æèâ íà ÷èñëî ëåò è ïîäåëèâ íà n, ïîëó÷àåì, ÷òî

1

1

2

n
f t

k

k

n

[ * ( )]




�
= 229 537. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

(10) îöåíêîé äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé

ÿâëÿåòñÿ

( *) [ * ( )]�
2 2

1

1

 �




�

SS

n n
f t

k

k

n

=

= 378 267,83 – 229 537 = 148 731,

à îöåíêîé ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ

ó* = 148731 = 385,7.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (4) è (5) îöåíèì äèñ-

ïåðñèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ:

D a c D E

t t

k k

k

n

k

k

n
* ( *) * ( )

( *)

( )
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1

2

1

148731

143
1

�

040,

D*(d*) = (ó*)2�n = 148 731�12 = 12 394.

Ñðåäíèå êâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ a* è d* îöåíèâà-

þòñÿ êàê 32,25 è 111,33, à äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

äëÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè 0,95 ñîñòàâëÿþò:

[amin; amax] = [149,05; 275,47],

[dmin; dmax] = [3748,96; 4185,38].

Ïåðâîå èç óñëîâèé (7) âûïîëíåíî â ñèëó ïîñòðîå-

íèÿ îöåíîê ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ïî öåëîìó

÷èñëó ïåðèîäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî äàííûì

òàáë. 2 ñóììà îöåíîê ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé

äëÿ 12 òî÷åê íàáëþäåíèé ðàâíà (– 3), íåçíà÷èòåëüíîå

îòêëîíåíèå îò íóëÿ âûçâàíî îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (5) ñìåùåíèå îöåíêè

a* íàõîäèòñÿ êàê

c f t

t t f t

t t

k k

k

n k k

k

n

k

k

n
* ( )

( ) * ( )

( )
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Òàêèì îáðàçîì, ñìåùåíèå èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è

ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îöåíêè a*, è çàâåäî-

ìî ìåíüøå, ÷åì ïîëóøèðèíà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâà-

ëà. Äàëüíåéøåå ñðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî íà

îñíîâå îöåíêè äèñïåðñèè ñìåùåíèÿ — ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû

Z

t t f t

t t

k k

k

n

k

k

n



�

�







�

�

( ) * ( )

( )

.
1

2

1

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè Z àíàëîãè÷åí òàêî-

âûì äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé (16) è èíòåð-

âàëüíîãî ïðîãíîçà (18), íî áîëåå ñëîæåí, ïîýòîìó íå

âêëþ÷åí â ñòàòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ïðåäïîëîæåíèÿ (7) ìîäåëè (1) âûïîëíåíû äëÿ äàííûõ

òàáë. 1.
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Òàáëèöà 3. Äàííûå äëÿ ðàñ÷åòà äèñïåðñèè ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé

k t
k

– t c
k
r1 –1�n + 1�m h

k1 h
k1
2

1 2 3 4 5 6 7

1 –5,5 0,0577 –0,0833 0,3333 0,3077 0,09468

2 –4,5 0,0472 –0,0833 — –0,0361 0,00130

3 –3,5 0,0367 –0,0833 — –0,0466 0,00217

4 –2,5 0,0262 –0,0833 — –0,0571 0,00326

5 –1,5 0,0157 –0,0833 0,3333 0,2657 0,07060

6 –0,5 0,0052 –0,0833 — –0,0781 0,00610

7 0,5 –0,0052 –0,0833 — –0,0885 0,00783

8 1,5 –0,0157 –0,0833 — –0,0990 0,00980

9 2,5 –0,0262 –0,0833 0,3333 0,2238 0,05009

10 3,5 –0,0367 –0,0833 — 0,1200 0,01440

11 4,5 –0,0472 –0,0833 — 0,1305 0,01703

12 5,5 –0,0577 –0,0833 — 0,1410 0,01988



Ïåðåéäåì ê îöåíêå äèñïåðñèé çíà÷åíèé ïåðèîäè-

÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Êàê ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (16),

D g h
s ks

k

n

( ) ,
*







�
�

2 2

1

s = 1, 2, ..., q,

ãäå hks = – ckrs – 1�n + 1�m, åñëè k @ {s + ( j – 1)q,

j = 1, 2, ..., m }, è hks = – ckrs – 1�n ïðè èíûõ çíà÷åíèÿõ

èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ k, r
m

t t
s s j q

j

m
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�

1
1

1

( ).
( )

Íà÷íåì ñî çíà÷åíèÿ s = 1 (ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâ-

ëÿþùàÿ äëÿ ÿíâàðÿ). Òîãäà

r
1

1

3
1 6 5 5 6 5 9 6 5 15
 � � � � � 
 �[( , ) ( , ) ( , )] , .

Ïîíàäîáÿòñÿ çíà÷åíèÿ
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Ñõåìó ðàñ÷åòà óäîáíî ïîêàçàòü ñ ïîìîùüþ òàáë. 3.

Çäåñü ñòîëáåö 3 ïîëó÷åí óìíîæåíèåì ñòîëáöà 2 íà

r1�143 = –1,5�143 = – 0,01049, êàæäûé ýëåìåíò ñòîëá-

öà 6 ðàâåí ñóììå ýëåìåíòîâ ñòîëáöîâ 3, 4 è 5, ñòîÿùèõ

â òîé æå ñòðîêå, à â ñòîëáöå 7 óêàçàíû êâàäðàòû ñîñåä-

íèõ ýëåìåíòîâ èç ñòîëáöà 6. Ñóììà ýëåìåíòîâ ñòîëáöà

7 ðàâíà 0,28275. Ñëåäîâàòåëüíî,

D g h
k

k

n

* ( ) * , , , .
*
1 1

2

1

385 7 0 28275 204 8
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Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ çíà÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé

ñîñòàâëÿþùåé â ÿíâàðå (–376 – 1,96 · 204,8; –376 +

+ 1,96 · 204,8) çàõâàòûâàåò íóëü (ïðè äîâåðèòåëüíîé

âåðîÿòíîñòè 0,95), îòëè÷èå ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé îò íóëÿ íå çíà÷èìî (íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,05).

Àíàëîãè÷íûé ðàñ÷åò äëÿ s = 2 (ïåðèîäè÷åñêàÿ ñî-

ñòàâëÿþùàÿ äëÿ àïðåëÿ) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

h
k

k

n

2

2

1

0 25524




�

 , ,

D g h
k

k

n

* ( ) * , , , .
*
2 2

2

1

385 7 0 25524 194 86
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Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé â àïðåëå (533 – 1,96 · 194,86; 533 + 1,96 ×

× 194,86) = (533 – 381,93; 533 + 381,93) íå çàõâàòûâàåò

íóëü (ïðè äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè 0,95), îòëè÷èå

çíà÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé îò íóëÿ çíà÷è-

ìî (íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,05).

Ïðèñòóïèì ê çàâåðøàþùåìó ýòàïó àíàëèçà äàí-

íûõ òàáë. 1 — ïîñòðîåíèþ èíòåðâàëüíîãî ïðîãíîçà.

Íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü âåëè÷èíû wks = ck(t – t – rs) +

+ 1�m, åñëè k @ {s + ( j – 1)q, j = 1, 2, ..., m }, è wks =

= ck(t – t – rs) ïðè âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà

ñóììèðîâàíèÿ k, ãäå rs — òî æå, ÷òî è â ôîðìóëå (16),

ïîñêîëüêó òî÷å÷íûé ïðîãíîç x*(t ) ÿâëÿåòñÿ íåñìå-

ùåííûì, àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûì, à åãî äèñïåð-

ñèÿ îöåíèâàåòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (18)

D x t w
ks

k

n

*[ * ( )] ( *) .





�
�

2 2

1

Íà÷íåì ñ ïðîãíîçà íà ÿíâàðü 2006 ã. (ïî äàííûì çà

2003 – 2005 ãã.). Òîãäà t = 13, s = 1, r1 = – 1,5, wk1 =

= 8ck + 1�3, åñëè k @ {1 + 4( j – 1), j = 1, 2, 3}, è wk1 =

= 8ck ïðè âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ñóììèðî-

âàíèÿ, ïðè ýòîì 8ck = 8k – 6,5�143 = 8k – 52�143. Ðàñ-

÷åò ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ òàáë. 4.

Ñóììà çíà÷åíèé, ñòîÿùèõ â ïîñëåäíåì ñòîëáöå

òàáë. 4, ðàâíà 0,61299. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (19)

	( ) ( , ) *[ * ( )]13 0 95 13
 
U D x


 A A 
196 385 7 0 61299 59188, , , , .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêîé (14) òî÷å÷íûé ïðîãíîç

ïðîãíîñòè÷åñêîé ôóíêöèè:

x*(13) = a*(13 – t) + d* + f *(13) =

= 212,26 · 13 + 2587,48 + (–376) = 4971.

Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû äëÿ ïðî-

ãíîñòè÷åñêîé ôóíêöèè (ñ ó÷åòîì êàê òðåíäîâîé, òàê è

ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùèõ) èìåþò ñëåäóþùèé

âèä:

xíèæí(13) = 4971 – 592 = 4379,

B� �������	�
����������
�����������	��������������� �� ��������� ��

Òàáëèöà 4. Äàííûå äëÿ ðàñ÷åòà äèñïåðñèè ïðîãíîñòè÷åñêîé

ôóíêöèè

k 8k – 52�143 1�m w
k1 w

k1
2

1 –0,3077 0,3333 0,0256 0,00066

2 –0,2517 — –0,2517 0,06336

3 –0,1958 — –0,1958 0,03834

4 –0,1399 — –0,1399 0,01957

5 –0,0839 0,3333 0,2494 0,06220

6 –0,0280 — –0,0280 0,00078

7 0,0280 — 0,0280 0,00078

8 0,0839 — 0,0839 0,00700

9 0,1399 0,3333 0,4732 0,22392

10 0,1958 — 0,1958 0,03834

11 0,2517 — 0,2517 0,06336

12 0,3077 — 0,3077 0,09468



xâåðõ(13) = 4971 + 592 = 5563.

Ðåàëüíîå çíà÷åíèå — 4336 [3]. Îíî ïðàêòè÷åñêè ñîâ-

ïàäàåò ñ íèæíåé äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöåé ïðîãíîñòè-

÷åñêîé ôóíêöèè xíèæí(13).

Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû äëÿ àïðåëÿ 2006 ã. (t = 14,

s = 2, r2 = –0,5) äàþò Ä(14) = 1,96 · 385,7 · 0 72480, =

= 643,60. Òî÷å÷íûé ïðîãíîç x*(14) = 6092, à íèæíÿÿ

è âåðõíÿÿ äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû ñîñòàâëÿþò:

xíèæí(14) = 5448, xâåðõ(14) = 6736. Ðåàëüíîå çíà÷åíèå —

5430 [3]. Îíî ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ íèæíåé äî-

âåðèòåëüíîé ãðàíèöåé ïðîãíîñòè÷åñêîé ôóíêöèè

xíèæí(14).

Èíòåðâàëüíûé ïðîãíîç èíäèâèäóàëüíûõ çíà÷åíèé.

Ôîðìóëà (19) ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èíòåðâàëüíûé ïðî-

ãíîç äëÿ ïðîãíîñòè÷åñêîé ôóíêöèè, ò.å. äëÿ ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà. Íàáëþäàåìîå çíà-

÷åíèå îòëè÷àåòñÿ îò íåãî íà âåëè÷èíó íåâÿçêè. Ðàñ-

ïðåäåëåíèå íåâÿçêè ìîæíî îöåíèòü ïî êàæóùèìñÿ íå-

âÿçêàì (ñì. òàáë. 1). Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå

íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, íå îïèñûâàåòñÿ ýëåìåíòîì

êàêîãî-ëèáî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà. Èíòåðâàëü-

íûé ïðîãíîç èíäèâèäóàëüíîãî çíà÷åíèÿ ìîæíî ïî-

ñòðîèòü, ñêîððåêòèðîâàâ èíòåðâàëüíûé ïðîãíîç äëÿ

ïðîãíîñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ âûáîðî÷íûõ

êâàíòèëåé êàæóùèõñÿ íåâÿçîê.

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà âàðèàöèîííûé

ðÿä n = 12 êàæóùèõñÿ íåâÿçîê òàêîâ: –748, –512, –464,

–280, 36, 177, 185, 208, 245, 255, 326, 571. Íèæíèé äå-

öèëü îöåíèì êàê âòîðîé ÷ëåí âàðèàöèîííîãî ðÿäà

(–512), âåðõíèé — êàê ïðåäïîñëåäíèé (îäèííàäöà-

òûé) ÷ëåí âàðèàöèîííîãî ðÿäà 326. Äëÿ ðàñ÷åòà íèæ-

íåé äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöû èíäèâèäóàëüíîãî çíà÷å-

íèÿ íàäî èç íèæíåé äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöû ïðîãíî-

ñòè÷åñêîé ôóíêöèè îòíÿòü 512, à äëÿ ðàñ÷åòà âåðõíåé

äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöû èíäèâèäóàëüíîãî çíà÷åíèÿ —

ê âåðõíåé äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöå ïðîãíîñòè÷åñêîé

ôóíêöèè ïðèáàâèòü 326.

Èòàê, äëÿ äàííûõ òàáë. 1 èíäèâèäóàëüíûå çíà÷å-

íèÿ ëåæàò «ãëóáîêî âíóòðè» äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâà-

ëîâ. Ïðîãíîçû ïîëíîñòüþ îïðàâäàëèñü.

Î ïðîâåðêå óñëîâèé (7). Ðàññìîòðèì òðè ñëåäó-

þùèõ âîïðîñà. Âåðíû ëè óñëîâèÿ (7) â ìîäåëÿõ, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ðåàëüíûì ñèòóàöèÿì? Êàê ïðîâåðÿòü

ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé?

Êàêîâû ñâîéñòâà îöåíîê, åñëè ýòè óñëîâèÿ îêàçûâàþò-

ñÿ íåâûïîëíåííûìè?

Â óñëîâèÿõ (7) âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñèñòåìà òî÷åê

íàáëþäåíèÿ tk, k = 1, 2, ..., n. Áîëåå òùàòåëüíî ðàñ-

ñìîòðèì ðàíåå ïðèíÿòóþ ìîäåëü ñ öåëûì ÷èñëîì ïå-

ðèîäîâ, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (11).

Ïðè ýòîì îáúåì íàáëþäåíèé n = mq, ãäå m — êîëè-

÷åñòâî ïåðèîäîâ, q — ÷èñëî íàáëþäåíèé â îäíîì

ïåðèîäå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðâûå q ìîìåíòîâ íà-

áëþäåíèÿ ïðè ñäâèãå íà äëèíó ïåðèîäà äàþò ñëåäó-

þùèå q ìîìåíòîâ âðåìåíè, ïðè ñäâèãå íà äâå äëèíû

ïåðèîäà — òðåòèé íàáîð èç q ìîìåíòîâ íàáëþäåíèÿ, è

ò.ä. Äëÿ çíà÷åíèé ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé âûøå

ïîñòðîåíû òî÷å÷íûå îöåíêè è äîâåðèòåëüíûå èíòåð-

âàëû (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîëè÷åñòâî ïåðèîäîâ m

áåçãðàíè÷íî ðàñòåò), â ÷åì è ñîñòîèò îöåíèâàíèå ïå-

ðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé. (Äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè

f (t ) ïðè áåçãðàíè÷íîì ðîñòå ÷èñëà íàáëþäåíèé q â îä-

íîì ïåðèîäå ìîæíî ïîëó÷èòü ñõîäèìîñòü îöåíîê ïå-

ðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé íå òîëüêî â q òî÷êàõ, íî è

íà âñåì ïåðèîäå. Ïðè ýòîì îò îöåíîê â q òî÷êàõ ïðè-

äåòñÿ ïåðåéòè ê îöåíêàì íà âñåì ïåðèîäå, íàïðèìåð

êóñî÷íî-ëèíåéíûì, ñîåäèíèâ ñîñåäíèå òî÷êè ãðàôèêà

îòðåçêàìè ïðÿìûõ.)

Îïèñàííàÿ ìîäåëü ñïðàâåäëèâà, êîãäà, íàïðèìåð,

â òå÷åíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà ëåò èìåþòñÿ ïîêâàðòàëü-

íûå èëè ïîìåñÿ÷íûå äàííûå áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà.

Ïðè èçó÷åíèè ïîñåùåíèé ñàéòà èëè òîðãîâîãî çàâåäå-

íèÿ — ïî÷àñîâûå äàííûå çà öåëîå ÷èñëî íåäåëü. Åñëè

â ðÿäó íàáëþäåíèé åñòü ïðîïóñêè (âðåìåííîé ðÿä íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì), ïðåäïîñûëêè ìîäåëè íå âûïîëíÿ-

þòñÿ. Åñëè ñèñòåìà òî÷åê íàáëþäåíèÿ íå îáðàçóåò

àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ïðåäïîñûëêè ìîäåëè

òàêæå íå âûïîëíÿþòñÿ.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè åñòåñòâåííî ïðèíÿòü,

÷òî

f t
k

k

q

( ) ,




�



1

0 (20)

ñóììàðíîå îòêëîíåíèå çíà÷åíèé âîññòàíàâëèâàåìîé

ôóíêöèè îò ëèíåéíîãî òðåíäà çà îäèí ïåðèîä ÿâëÿåòñÿ

íóëåâûì. Òîãäà ïåðâîå èç óñëîâèé (7) âûïîëíåíî:

f t m f t
i

i

n

k

k

q

( ) ( ) .


 


� �

 


1 1

0

Â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ ñèñòåìà òî÷åê íàáëþäåíèÿ

ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ, êðîìå öåëîãî ÷èñëà ïåðèîäîâ,

åùå íåñêîëüêî íà÷àëüíûõ òî÷åê ñëåäóþùåãî ïåðèîäà.

Ìîæíî àïðèîðè ïðèíÿòü ïåðâîå óñëîâèå (7), èçìåíèâ

äëÿ ýòîãî (ïðè íåîáõîäèìîñòè) âåëè÷èíó ñâîáîäíîãî

÷ëåíà d â ìîäåëè òðåíäà (òà æå ëîãèêà ðàññóæäåíèé,

÷òî è ïðè ïðèíÿòèè óñëîâèé M (ek) = 0 â ìîäåëè áåç

ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé è M (Ek) = 0 â îáùåì

ñëó÷àå. Îäíàêî âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó ïåð-

âûì óñëîâèåì (7) è óñëîâèåì (20). Ïåðâîå óñëîâèå (7)

àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàåòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ, à óñëîâèå (20) ñîîòâåòñòâóåò ëîãèêå ìî-

äåëèðîâàíèÿ. Îäíàêî ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåì àñèì-

ïòîòè÷åñêóþ òåîðèþ ïðè áåçãðàíè÷íîì ðîñòå ÷èñëà

ïåðèîäîâ, óêàçàííîå ðàçëè÷èå èñ÷åçàåò ïðè m �'.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå èç óñëîâèé (7) ñëåäóåò èç

ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè è ïîòîìó âîîáùå íå

òðåáóåò ïðîâåðêè ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, â

îòëè÷èå îò âòîðîãî óñëîâèÿ (7), êîòîðîå âûïîëíåíî íå

âñåãäà.

Äîáàâèì ê ìîäåëè ñ öåëûì ÷èñëîì ïåðèîäîâ äâà

ïðåäïîëîæåíèÿ — ñèììåòðè÷íîñòè ìíîæåñòâà
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{tk, k = 1, 2, ..., n} îòíîñèòåëüíî t è ÷åòíîñòè ïåðèîäè-

÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé f (t ) îòíîñèòåëüíî òîé æå òî÷êè.

Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíåíû, åñëè, íàïðèìåð, ãðà-

ôèê f (t ) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ãîäà.

Òîãäà âòîðîå óñëîâèå (7) âûïîëíåíî. ßñíî, ÷òî îáû÷-

íî íåò îñíîâàíèé àïðèîðè ñ÷èòàòü, ÷òî ðåàëüíûå äàí-

íûå îïèñûâàþòñÿ òàêîé ìîäåëüþ.

Ïðîâåðêà âòîðîãî óñëîâèÿ (7) ïî ýêñïåðèìåíòàëü-

íûì äàííûì. Åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêó

Y t t f t
j j

j

n


 �




�
( ) * ( ),

1

ãäå f *(tj) — ðàíåå ïîñòðîåííàÿ îöåíêà ïåðèîäè÷åñêîé

ñîñòàâëÿþùåé f (t ). Îöåíêà f *(tj) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåí-

íîé, à ïîòîìó

M Y t t f t
j j

j

n

( ) ( ) ( ).
 �




�

1

Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû (6) ðàñïðåäåëåíèå Y ÿâ-

ëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûì (ïðè áåçãðàíè÷-

íîì ðîñòå êîëè÷åñòâà ïåðèîäîâ m ). Äëÿ ïðîâåðêè âòî-

ðîãî óñëîâèÿ (7), ò.å. íóëåâîé ãèïîòåçû H0: M (Y ) = 0

ïðè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå î íåðàâåíñòâå ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ íóëþ äîñòàòî÷íî îöåíèòü äèñïåð-

ñèþ Y.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (11) ôîðìóëó (16)

ìîæíî çàïèñàòü äëÿ ëþáîãî j = 1, 2, ..., n, åñëè ïîä

k = k ( j ) ïîíèìàòü k ( j ) = j – aq ïðè ìàêñèìàëüíî âîç-

ìîæíîì a, ïðè êîòîðîì k ( j ) îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íûì, ò.å. k ( j ) — ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ j íà q, åñëè

ýòîò îñòàòîê íåíóëåâîé, è k ( j ) = q ïðè íóëåâîì îñòàò-

êå. Òàêèì îáðàçîì,

f t f t h E
j j ik j i

i

n

* ( ) ( ) ,
( )


 �




�

1

j = 1, 2, ..., n, (21)

ãäå hik — òå æå, ÷òî è â ôîðìóëå (16). Èç âûðàæåíèÿ

(21) ñëåäóåò, ÷òî

Y t t f t
j j

j

n


 � 





�
( ) * ( )

1
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( ) ( ) ( )

( )
t t f t t t h E
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j

n

j ik j i

i

n

j

n

1 11

. (22)

Èçìåíèì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ âî âòîðîì ñëà-

ãàåìîì ïîñëåäíåé ôîðìóëû:

( ) ( )
( ) ( )

t t h E t t h
j ik j i
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n
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1

.

Ïîñêîëüêó Ei — íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-

íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-

åì íóëü è äèñïåðñèåé ó2, òî

D Y t t h
j ik j

j

n

i

n

( ) ( ) .
( )
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�

�

�

�

�

�



��

1

2

1

2
� (23)

Âåëè÷èíó ó2 îöåíèâàåì ïî ôîðìóëàì (10) è (15), hik(j)

îïèñàíû ïîñëå âûðàæåíèÿ (16). Ïîäñòàâèâ îöåíêó ó2 â

(23), ïîëó÷àåì îöåíêó D*(Y ) äèñïåðñèè Y.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëü-

íîñòüþ Y ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè ïðîâåðêå

ãèïîòåçû H0: M (Y ) = 0 òàêîâî: åñëè

Y

D Y

C

* ( )

( ) ,
B

B

B

B

B

B
: 
 �

�



�

�

�

�

�

.

.

*
1

1
2

(24)

ãäå C (á) — êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå

óðîâíþ çíà÷èìîñòè á, òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà ïðèíèìàåò-

ñÿ (âòîðîå óñëîâèå (7) âûïîëíåíî), åñëè æå íåðàâåíñò-

âî (24) íå âûïîëíåíî, òî ïðèíèìàåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ

ãèïîòåçà (âòîðîå óñëîâèå (7) íå âûïîëíåíî).

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ íåñìåùåííîñòü îöåíêè ïàðà-

ìåòðà a. Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîãäà âòîðîå óñëîâèå (7)

íå âûïîëíåíî. Èçìåðÿòü âðåìÿ áóäåì â ìåñÿöàõ. Âîçü-

ìåì äàííûå íà ñåðåäèíó êâàðòàëà. Òîãäà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè òàêîâà: 2, 5, 8, 11, 14, 17,

20, 23, ...; çàäàí ïåðèîä — ãîä. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâ-

ëÿþùàÿ çàäàåòñÿ ÷åòûðüìÿ ÷èñëàìè: g1 = –1, g2 = –2,

g3 = –3, g4 = 6. Äëÿ òàêèõ äàííûõ âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî (20), ò.å. f t
k

k

q

( )




�

1

= – 1 – 2 – 3 + 6 = 0. Ñëåäîâà-

òåëüíî, âûïîëíåíî ïåðâîå óñëîâèå (7), èñïîëüçóÿ êî-

òîðîå, ìîæíî óïðîñòèòü âòîðîå óñëîâèå (7):

( ) ( ) ( ) ( )t t f t t f t t f t t f
i i
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i

n
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Äëÿ ïðîñòîòû ðàñ÷åòîâ îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ ãîäà-

ìè, òîãäà

t f t
i

i

n

i




�

1

( ) = 2 · (–1) + 5 · (–2) + 8 · (–3) +

+ 11 · 6 + 14 · (–1) + 17 · (–2) + 20 · (–3) + 23 · 6 =

= (–2) + (–10) + (–24) + 66 + (–14) +

+ (–34) + (–60) + 138 = 60.

Âòîðîå óñëîâèå (7) íå âûïîëíåíî. Îíî íå áóäåò

âûïîëíåíî è äëÿ ëþáîãî èíîãî ÷èñëà ëåò. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè x — íà÷àëî ãîäà (äëÿ ïåðâîãî ãîäà x = 0,

äëÿ âòîðîãî x = 12, è ò.ä.), òî âêëàä ýòîãî ãîäà â ðàñ-

ñìàòðèâàåìóþ ñóììó ñîñòàâèò

(x + 2) · (–1) + (x + 5) · (–2) + (x + 8)(–3) + (x + 11) · 6 =

B� �������	�
����������
�����������	��������������� �� ��������� ��



= 2 · (–1) + 5 · (–2) + 8 · (–3) + 11 · 6 = 30.

Ïðè÷èíà íàðóøåíèÿ âòîðîãî óñëîâèÿ (7) ÿñíà —

ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íåñèììåòðè÷íà â òå÷å-

íèå ãîäà. Òàêîå ïîâåäåíèå ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé åñòåñòâåííî äëÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ ïðåäïðè-

ÿòèé. Ïðîòèâîïîëîæíóþ ñèòóàöèþ äåìîíñòðèðóåò ïå-

ðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äëÿ âðåìåííîãî ðÿäà öåí

íà ëîì ÷åðíûõ ìåòàëëîâ (ïî äàííûì Ìàãíèòîãîðñêîãî

ìåòàëëóðãè÷åñêîãî êîìáèíàòà), ïðîàíàëèçèðîâàííîãî

âûøå.

Ñìåùåíèå îöåíêè ïàðàìåòðà a ñîñòàâèò

M a a
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(25)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ÷èñëèòåëü çà m ëåò ðàâåí

30m, à çíàìåíàòåëü, î÷åâèäíî, èìååò ïîðÿäîê m3. Ñìå-

ùåíèå èìååò ïîðÿäîê m–2, ò.å. áûñòðî óáûâàåò ñ ðîñ-

òîì ÷èñëà ïåðèîäîâ. Îöåíêà a* ïàðàìåòðà a ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîäåëè ñ öåëûì ÷èñ-

ëîì ïåðèîäîâ âñåãäà èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ íå-

ñìåùåííîñòü îöåíêè a* ïàðàìåòðà a. Åñëè âòîðîå óñ-

ëîâèå (7) âûïîëíåíî, ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåí-

íîé, à åñëè íå âûïîëíåíî — ñìåùåííîé, íî ñìåùåíèå

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ðîñòå ÷èñëà ïåðèîäîâ. Òàêèì

îáðàçîì, âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ (7) íå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòî-

äîâ. Òåì íå ìåíåå ïðîâåðêà âòîðîãî óñëîâèÿ (7) ïî

ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíîé äëÿ

ðåøåíèÿ âîïðîñà î òîì, ìîæíî ëè ïîëüçîâàòüñÿ àñèì-

ïòîòè÷åñêîé íåñìåùåííîñòüþ îöåíêè ïðè èìåþùåì-

ñÿ îáúåìå äàííûõ.

Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ ýâðèñòè-

÷åñêèìè àëãîðèòìàìè [1] ðàçðàáîòàííàÿ òåîðèÿ ïîç-

âîëèëà:

1) îáîñíîâàòü ýòè àëãîðèòìû â ðàìêàõ àñèìïòîòè-

÷åñêèõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è óêàçàòü

óñëîâèÿ èõ ïðèìåíèìîñòè [ôîðìóëà (6)];

2) âûÿâèòü ïðèíöèïèàëüíî âàæíûå óñëîâèÿ (7),

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ íåñìåùåííîñòè è ñî-

ñòîÿòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ îöåíîê;

3) ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïðî-

ãíîñòè÷åñêîé ôóíêöèè, òðåíäîâîé è ïåðèîäè÷åñêîé

ñîñòàâëÿþùèõ, èíäèâèäóàëüíûõ çíà÷åíèé âðåìåííó-

ãî ðÿäà.

Îáñóæäåíèå îòäåëüíûõ ñòîðîí ðàññìàòðèâàåìîé

ïðîáëåìû ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ [2, 4, 5].

Â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè óäàåòñÿ ïðî-

âåñòè àíàëèç íå âñåõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ýâðèñòè÷å-

ñêèõ àëãîðèòìîâ. Òàê, äîâîëüíî ÷àñòî ðåêîìåíäóþò

âíà÷àëå ïðîâåñòè ñãëàæèâàíèå («âûðàâíèâàíèå») âðå-

ìåííîãî ðÿäà, íàïðèìåð, ìåòîäîì ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ

[1, ñ. 137]. Ïðè ýòîì ïåðèîäè÷åñêàÿ (ñåçîííàÿ) ñîñòàâ-

ëÿþùàÿ ìåíÿåòñÿ (òàêæå ñãëàæèâàåòñÿ), à ïîãðåøíî-

ñòè (îòêëîíåíèÿ îò ñóììû òðåíäîâîé è ïåðèîäè÷åñêîé

ñîñòàâëÿþùèõ) ñòàíîâÿòñÿ çàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì ïðèìåíåíèå

îïèñàííûõ çäåñü ìåòîäîâ.

Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè [6] îòâåðãàåò èäåþ ïîèñêà

îïòèìàëüíîãî ìåòîäà, ïîñêîëüêó çà÷àñòóþ îêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûáðàííîãî äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ìå-

òîäà àíàëèçà äàííûõ ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå ïîíèìà-

íèå îïòèìàëüíîñòè, ÷òî èìåííî ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì. Íàïðèìåð, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðà-

òîâ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îïòèìàëåí, åñëè ïîãðåø-

íîñòè èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, â òî âðåìÿ

êàê ìåòîä íàèìåíüøèõ ìîäóëåé îïòèìàëåí, åñëè ïî-

ãðåøíîñòè èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà. Â çàäà÷å

ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê

óñòàíîâëåíî [7], ÷òî äëÿ ëþáîãî èç îáû÷íî èñïîëüçóå-

ìûõ êðèòåðèåâ îäíîðîäíîñòè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâíûõ ãèïîòåç,

÷òî ðàññìàòðèâàåìûé êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-

íûì (â òîì ñìûñëå, êîòîðûé îïðåäåëåí â ðàáîòå [7]).

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ íîâîé ïàðàäèãìû ïðè-

êëàäíîé ñòàòèñòèêè [8].
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